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Abstract  

The pointwise Birkhoff theorem applied with the shift operateur on ]R N yields a new practical method to 
compute expectation of functionals in L 1 (RN). Compared to the classic Monte carlo method the shift turns out 
to be an efficient process in many aspects, especially when taking account its implementation on computers. 
We recall that the rate of convergence of this method is given by theorems like the law of the iterated logarithm 
and a central limit theorem. 

We try to apply this process to the numerical resolution of elliptiques equations. One goal of this paper is to 
see, with ordinary example, how we can use the shift in this case. Indeed, three techniques will be discussed 
and efficiency will be tested by simulation, especially in comparison with the classic Monte Carlo method. 
Theoretical justifications will be shown. 

Dans la suite on notera par IR ~r~ l'espace produit de IR, ~ = /z  ®N la mesure produit d6finie sur ~®r~ 
06 Iz est une probabilit6 sur ~,  et 0 la fonction de d6calage, appel6e aussi op6rateur de shift, d6finie 
sur IR ®r~ par 

o(Y~ ,  Y2 . . . . .  Yk . . . .  ) = (Y2, Y3 . . . . .  Yk+~ . . . .  ) .  

I1 est clair que 0(A) =/l ,  off 0(A) est la mesure image. On v4rifie (cf. Krengel [8])  que le syst6me 
dynamique (JR r~,/3(II~N), A, 0) est ergodique. Par cons6quent, d'apr6s le th6or6me ergodique ponctuel 
de Birkhoff on a pour toute fonctionnelle F A-int6grable sur ~r~: 

1 N-I 
~ F  o 0 n ,EF A-p.s., 

n--0 
( 1 )  

Pour l'essentiel, la m4thode du d6calage est la mise en oeuvre informatique de cette 6quation. 
L'esp6rance mathEmatique est simulEe sur des trajectoires dEpendantes; les performances de ce proc6d6 
proviennent d 'une "boite de stockage" qui 4vite de recommencer inutilement certains calculs partiels 
en passant d 'une trajectoire h une autre et qui permet, donc, une vitesse de convergence informatique 
plus grande que la m6thode de Monte Carlo. 
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Pour des classes de fonctions couramment employ6es en simulation, une estimation de la vitesse 
de convergence, telle que la loi du logarithme it6r6 et le th6or6me de la limite centrale, a 6t6 donn6e 
(voir [ 1,3,2] ). En particulier, j 'ai 6tudi6 l'erreur th6orique des fonctionnelles F de carr6 int6grable 
et mesurables par rapport h la tribu ~-r des 6v6nements ant6rieurs hun  o-(Y1 . . . . .  Y,)-temps d'arr~t T, 
oh (Y/);~N est une suite de variables al6atoires ind6pendantes de m~me loi. La conclusion essentielle 
est que si T admet un moment d'ordre strictement sup6rieur h 2 alors la vitesse de convergence 
asymptotique (math6matique) est du m~me ordre de grandeur, O(1/x/-n ), que la loi des grands 
nombres. Cette vitesse de convergence est contr616e par un param6tre 0 -2, repr6sentant la somme de 
la variance et des corr61ations entre les trajectoires d6cal6es; le r61e de 0-2 est similaire h celui jou6 
par la variance dans la m6thode de Monte Carlo. 

oo 

0-2 := 0 - 2 ( F  ~ 0 )  = Var(F)  + 2 ~-'~ C o v ( F  o 0 k, F) ;  (2) 
k=l 

ce r6sultat est vrai pour toute transformation m61angeante en particulier les transformations 0 n, n E N. 

1. Introduction 

Soit L un op6rateur elliptique d6fini sur un domaine born6 D C R" de bord r6gulier. On considSre 
l'op6rateur lin6aire du second ordre: 

1~-~ 32u ~ 3 u 
L u= -~ a i j ( x ) ~  -k- bi(X)~xi q-c(x) u (3) 

i , j= l  i=1 

off (aij)l<~i.j<~,, (bi)~<~i<~n et c sont des fonctions du domaine D dans ~.  On suppose que l'op6rateur 
L est elliptique c'est h dire que pour tout x E D la matrice (aij(X))l<~i,j<<n est  sym6trique d6finie 
positive. On cherche h r6soudre le probl~me de Dirichlet suivant: 

L u(x) = f(x) dans D, 
u(x) = ¢ ( x )  sur 3D (4) 

off f et ¢ sont des fonctions de ~" dans IR. La matrice (aij(x)) 6tant d6finie positive, il existe alors 
une unique matrice (0-ij(x)) d6finie positive v6rifiant, o(x)0-(x) = a(x). On consid~re l'6quation 
diff6rentielle stochastique 

dxt = b(xt)dt q- 0-(xt)dwt et x0 = x E D (5) 

o1_.1 (Wt)t<~O es t  un mouvement Brownien standard sur (s2, A,I?),  et on montre que sous certaines 
conditions de r6gularit6s le probl~me de Dirichlet (4) admet une solution unique et que cette solution 
est donn6e par: 

u(x)=Ex(¢(x,)exp{fo c(x,)ds}) -EX(fo f(xt) exp{fo c(xs)ds}dt ) (6) 

off 7- := inf{t  ~> 0 tel que xt f[ D}. La d6monstration de ce r6sultat se trouve dans le livre de Friedman 
"stochastic differential equations and applications", voir [7, Th6or6me 5.1, p. 145]. 
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Fig. 1. Dans la representat ion graphique h = 0 . l .  

Dans le cas particulier off les fonctions ~b et c sont nulles et f est une fonction constante, C, la 
solution est donnEe par u ( x )  = -CEx(7-) .  Pour calculer la solution u en un point x donnE, on a utilis6 
la mEthode du shift et on l 'a  compare h la mEthode de Monte Carlo classique. Une discrEtisation par 
la mEthode d 'Euler  de l'Equation diffErentielle stochastique nous donne l 'algorithme suivant: 

h = x ,  

-h = y~ + b(Yc~)h + o'(ych)v~ gk+l Xk+ 1 

avec (gi)zcr~ est une suite de gaussiennes centrEes rEduites. Dans un premier temps, nous avons 
utilisE la mEthode d 'une  faqon naive. On a calculE 7-h aux points successifs g = (gl,  g2 . . . . .  gk . . . .  ), 
O(g) = ( g 2 ,  g3 . . . . .  gk+] . . . .  ) ,  ect, et on a pris la moyenne des termes. 

2. Quelques r~sultats num~riques de la premiere m~thode 

La solution du systSme diffErentiel, ½u"(x) = - 1  Vx E [ - 2 , 2 ]  et u(2)  = u ( - 2 )  = O, est 
donnEe par u ( x )  = Ex(7-), avec 7- est le temps de sortie du mouvement Brownien standard w ( t )  de 
l ' intervalle [ - 2 ,  2].  I1 est clair que u(x )  = 4 - x 2 sur l 'intervalle [ - 2 ,  2]. Pour calculer u au point 

-h  = -~k h -'1- ~ gk+l ,  avec (gi)iEN est une suite de gaussiennes O, on considEre l 'a lgori thme 2~ = 0 et Xk+ l 
centrEes rEduites et h est le pas de discrEtisation. On approche u(x )  = Ex(7-) par Ex(hT-h), off hT- h 
est le temps de sortie de la chaine approximante. Une comparaison de la mEthode du shift et de la 
mEthode de Monte Carlo avec des pas de discrEtisation de plus en plus fins, a donne les rEsultats 
dans les Figs. 1 et 2. 

Ces courbes permettent d 'observer que par la mEthode du shift et avec un pas de discrEtisation 
h = 0.1, une precision de 10 -2 sur hEx(7- h) est dEfinitivement atteinte h partir de 40000 iterations alors 
que pour une valeur plus fine h = 0.001, aprEs 40000 iterations, on observe encore des fluctuations 
de plus de 5.10 -1 en valeur absolue. On remarque donc que la vitesse de convergence depend 
du pas de discrEtisation. Ceci peut Etre expliqu6 par le raisonnement heuristique suivant. Pour un 
pas de discrEtisation h donnE, on calcule notre fonctionnelle sur une trajectoire brownienne ~o E 
C([O, +cxD[,~) ,  puis sur la trajectoire dEcalEe d 'un  pas de temps h; aprEs plusieurs iterations on 
prend la moyenne de CEsaro. Le probl~me se prEsente lorsque h est trop petit, auquel cas on 
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Fig. 2. Dans la repr6sentation graphique h = 0.001. 

reste pratiquement sur la mSme trajectoire et on augmente, donc, les corr61ations. Les justifications 
th6oriques sont donn6es dans le paragraphe suivant. 

2.1. lnterprdtation des rdsultats obtenus 

D6signons par /2 = C([0 ,  +c~[ ,  R) ,  l'espace des fonctions continues sur l'intervalle [0, +c~[ .  
On munit /'2 de la mesure de Wiener P. Les trajectoires du mouvement brownien (wt)t>.o sont 
d6finies par: Vw C /2, wt(w) = w( t ) .  Pour h fix6 on notera Oh la transformation du shift d6finie 
sur /2 par OhW(.) = w(. + h). On d6signe par (ft)t>~o la filtration naturelle compl6t6e du brownien 
(donc continue h droite puisque (wt)t>.o est un processus tt accroissements ind6pendants stationnaire). 
Consid6rons l'6quation diff6rentielle stochastique d6finie par: 

X 0 = X  x E ~ ,  

dxt = b(x t )d t  + o'(xt)dw, (7) 

off b et tr sont deux fonctions h valeurs r6elles. On cherche h calculer ET oh T est le temps de 
sortie du processus (xt)t~>0, d'un ensemble A donn6, T = inf(t >~ 0 tel que xt ~ A}. Sous certaines 
conditions sur A, le temps al6atoire T e s t  un ()rt),~>0-temps d'arrSt (exemple A est un ferm6). Une 
discr6tisation de l'6quation (7) par le sch6ma d'Euler nous sugg~re l'algorithme suivant: 

= x ,  ( 8 )  
-h = ych + b(£h)h + O.(ych)x/~ gk+, 
X k +  l 

avec (gi)icr~ est une suite de gaussiennes centr6es rdduites. Si l 'on note par 7 -h le temps de sortie de 
ih la cha~ne ( k )  kCr~, 

7 "h = inf{k/> O, ~h ~ A}, 

alors Ex(T) est approch6e par Ex(hzh). En outre, si l'on pose 

-h = ych Vt E [kh, ( k +  1)hi  X t 

il est clair que le temps de sortie du processus (£h)t~>o v6rifie T h "= h'r h. On dira par la suite que T h 

est le temps de sortie de la cha~ne approximante. 
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La vitesse de convergence pour le calcul de Ex(T  h) par la m6thode du shift est contr616e par 
o'2(T h, 0) .  Pour interpr&er les r6sultats num6riques obtenus, on s'int6ressera au comportement asymp- 
totique de 0"2(Th, 0) .  Par ailleurs, pour d6finir (gk)kcN sur le m~me espace de probabilit6 (s2, .A, ~) 
que le mouvement brownien (wt)t~>0, il est commode de prendre 

gh k = Wkh - -  W ( k _ l )  h 
v/~ pour k ~> 1. 

I1 est int6ressant de noter que dans ce cas: 

T h oOk(g~(aO,gh(og) .) h h h . . . .  T (gk+l (W), gk+2(~O) . . . .  ) 

= Z h 0 0 k h ( ( . O ) ,  

et que par suite 0"2(Th, 0) = Var(T h) + 2 ~ i  Cov( Th o Okh, zh) .  De plus, le temps de sortie T h de 
la chaine approximante est aussi un (.T't)t~>0-temps d'arr&. 

Pour plus de g6n6ralit6, on consid6rera donc une variable al6atoire X, ~'T-mesurable et on supposera 
qu'il existe un processus (Xh)h>O qui approche X dans L 2 lorsque h converge vers 0 et que X hes t  
.Y'T,,-mesurable pour tout h > 0. Dans la pratique le processus est obtenu h partir du sch6ma d'Euler. 
On d6signe par 

oo 

0"2(h) := 0"2(xh, O) -~ Var(X h) -]- 2 Z Cov(Xh o Okh, xh ) ,  (9) 
k=l 

et par 

oo 

r2(h)  : =  0 " 2 ( X ,  0 )  = V a r ( X )  q- 2 Z C o v ( X o  Okh, X ) .  (10) 
k=l 

Dans la proposition suivante on montre que r2(h) est asymptote h 0"2(h) lorsque h tend vers z6ro. 

Proposition 1. Soit ~ > O, fixd. Soient T et (Th)h>o des ( Yr,)t>o-temps d'arr~ts v~rifiant: 

{ T <~ T h, 

sup IlThll2+~ < oo  
h>0 

X est une variable algatoire .T'T-mesurable et Vh > O, X h est .UTh-mesurable. Si X h et X C L 2 alors 
0-2(h) et ~-2(h) sont finis. En outre, 

si V a r ( X - X h ) = o ( h  ~) alors l i m h ( 0 - 2 ( h ) - ~ ' 2 ( h ) ) = O .  (11) 
h---~O 

Preuve. Pour la d6monstration voir r6f6rence [2]. [] 

Malheureusement, en parcourant la litt6rature on est surpris de ne pas trouver des estimations de 
Var(T - Th). Cependant, il nous semble possible qu'il existe e > 0 tel que Var(T - T h) = O(hC). 

Proposition 2. Soit e > O, fixd. Soit T un (.~t)t>o-temps d'arr~ts de L 2+~ et X est une variable 
al~atoire .Ur-mesurable alors lima__.0 h~'2(h) = 2 f~o q~( s ) ds. 
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Preuve. Pour ce faire on montre que la fonction qui ?a t fait correspondre Cov(Xo  0t, X )  est continue 
et qu'elle est intEgrable sur [0, c~z[. Pour la demonstration voir rEfErence [2].  [] 

Corollaire 1. Soit e > O, fix~. Soient T et (Th)h>O des (,Ut)t>o-temps d'arr~ts vErifiant: 

{ T <~ T h, 

sup IlZhll2+  < 
h>0 

Si l'on suppose que Var(T - T h) = o( h~ ) alors 0-2(h) = 0 - 2 ( z h )  = O( l /h )  

Preuve. Ce rEsultat dEcoule des deux propositions prEcEdentes. [] 

Remarque. D'apr~s le corollaire ci-dessus et les rEsultats numEriques obtenus on conjecture qu'il 
existe e tel que Var(T - T h) = o ( h  e )  et par consequent o-2(h) = O ( l / h ) .  

Cette Etude asymptotique de 0-2 (h),  pour h petit, nous a permis de choisir d'autres transformations 
ergodiques dont la vitesse de convergence mathdmatique est "indEpendante" du pas de discrEtisation, 
pour h petit. En outre, pour ces transformations on a conserve les particularitEs de l'implEmentation 
informatique de la mEthode du shift, c'est h dire une vitesse de convergence informatique plus grande 
que la mEthode de Monte Carlo. 

3. Comment utiliser la m~thode du shift? 

Pour diminuer les correlations, nous avons dEcalE les trajectoires d'un pas de temps indEpendant 
du pas de discrEtisation. Autrement dit, pour un pas de discrEtisation h donnE, on calcule notre 
fonctionnelle sur une trajectoire brownienne w E C( [0, + ~ [ ,  IK), puis sur la trajectoire dEcalEe d'un 
pas de temps ce, ot > 0; apr~s plusieurs iterations on prend la moyenne de CEsaro. Pour simplifier 
les notations, on prendra ce 1 et h t = = ~, n E N. Rappelons que l'espErance du temps d'arr~t T e s t  
approchEe par l'espErance du temps de sortie de la chaine approximante T h et que T h = h7 -h Otl 7 "h 

est le temps de sortie du schema discrEtisE. On a aussi consider6 la discrEtisation de l'Equation (7) 
donnEe par l'algorithme 8, avec 

g~ = Wkh -- W(k_l) h 

Le procEdE propose consiste h calculer 7 "h aux points successifs gh, On(gh), 02n(gh), ect. La vitesse 
de convergence est alors contrEllEe par 

oo 
o ' 2 ( T  h, O n) = V a r ( T  h) -I- 2 ~ C o v ( T  h o Onkh, T'~). (12) 

k=l 

En particulier et parce qu'on a choisit nh = 1 on a alors: 

0 -2 (T h, O n) = Var(T h) + 2 ~ Cov(T h o Ok, Th). 
k=l 

On cherche h montrer que limh~0 0-2(Th, 0 n) = 0-2 (T, O n) = V a r ( T )  -'l- 2 ~k~l Cov(T o Ok, T). 
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Fig. 3. Dans  la reprdsentat ion graphique  h = 0.1. 

Reprenons le cas gEnEral off X est 5rr-mesurable et X h est ~'T,,-mesurable pour tout h > 0. Si l 'on 
note par 6"2(h) := 0-2(X h, 0 n) et par ~2 := 0.2(X, 0 n) on a alors le rEsultat suivant. 

Proposition 3. Soit e > 0, fix~. Soient T et (Th)h>O des ( Ut)t>o-temps d'arr~ts vgrifiant: 

T <<. T h, 

sup IlThll2+~ < o~, 
h>O 

X est une variable al~ataire ~T-mesurable et Vh > O, X h e s t  ~Th-mesurable. Si X h e t  X C L 2 alors 
~r2 ( h ) et ~_2 sont finis. En outre, 

limS.Z(h) = ~2. (13) 
h--,0 

3.1. Illustration informatique 

Nous avons voulu verifier la validitE du rEsultat obtenu ci-dessus par des simulations numEriques. 
Nous avons repris l 'exemple ci-avant et nous avons calculE u au point O. Rappelons que la solution 
de ce systEme est donnEe par u ( x )  = Ex(r ) ,  avec ~- est le temps de sortie du mouvement Brownien 
standard w ( t )  de l'intervalle [ - 2 ,  2]. Les rEsultats obtenus montrent que la vitesse de convergence 
a Etd amEliorEe (voir les Figs. 3 et 4). 

Nous  voyons donc la mEthode de dEcalage appliqude de la faqon expliquEe au paragraphe ci-dessus 
apporte dEjh une amelioration vis-a-vis de la mEthode de Monte Carlo "classique" pour le temps de 
calcul sur machine en raison de l'6conomie de tirage de gaussiennes h chaque iteration. 

Mais on peut espErer aller beaucoup plus loin comme nous allons le discuter maintenant. 

4. Emploi de la m~thode du shift sur d'autres representations du mouvement brownien 

On peut montrer facilement ~ partir des propriEtEs suivantes: 
• A t fixE, pour tous s, la variable alEatoire wt+s - Ws est une gaussienne centrEe de variance t. 
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Fig. 4. Dans la repr6sentation graphique h = 0.001. 

• Pour 0 ~< tl < t2 < . . .  < tN, les variables al6atoires wt , ,wt :  - w t  I . . . . .  Wtt¢ -- Wt~_, sont 
ind6pendantes. 

que pour s < t, 

(w(,+,)/2/Ws = x ,  w, = y) = A/'( ~ ,  T + y t -  s 

c'est fi dire que, conditionnellement aux valeurs d6jh prises par le brownien aux temps s e t  t, la loi 
du brownien au temps t+~ t as -2- est une gaussienne de moyenne x+v -5" et de variance - - .  Ainsi, pour simuler 
une trajectoire brownienne sur l'intervalle [0, 1] par exemple, on commence par tirer les points 
w0 = 0 ,  w l  de loi .h/'(0, 1), puis simuler w½ par la propri6t6 pr6c6dente et on fait alors de m~me 
pour obtenir w¼, w¼ . . . .  On dispose ainsi d'une proc6dure rdcursive qui permet, h la profondeur m, 
d'obtenir les valeurs de (wk/2,.)0~<~<2,,. Nous renvoyons fi Faure [6] pour une comparaison num6rique 
sur la simulation du mouvement brownien par la m6thode rdcursive et la m6thode itdrative. 

Comment peut-on utiliser la m6thode du shift? Chaque r6alisation fait intervenir des simula- 
tions de variables al6atoires gaussiennes centr6es r6duites. Le mouvement brownien admet doric une 
repr6sentation sur l 'espace 

(/i~ r~,/3(~r~), iV'(0, 1 )®r~), 

d6crite par la proc6dure r6cursive. Supposons qu'on ait h simuler le mouvement brownien, sur 
l'intervalle [0, 1 ] h une profondeur m, et qu'on ait donc utilis6 les gl, g2 . . . . .  g2- premi6res coor- 
donn6es, alors la deuxi6me trajectoire "d6cal6e" est calcul6e par la m~me proc6dure sur les coor- 
donn6es (g2, g3 . . . . .  g2.,+l). 

Toujours darts le m~me esprit: il est possible d'utiliser les d6veloppement de mouvement brownien 
sur la base de Haar, voir d'autres bases de L2[ 0, 1 ]. En effet, soit (X. (t)).>~0 une base orthogonale 

de L2[0, 1], si l 'on pose ~o.(t) = fo X . ( s ) d s  alors pour toute suite (g.).~>o de variables al6atoires 
gaussiennes centr6es r6duites, consid6r6e comme coordonn6es de 

(a, A, ~) = ( ~ ,  t3(~N), N(0,  l)®N), 

la sdrie ~,~__og,(o~)q~,(t) converge dans C[0,  1] et dans L p (~'2, A , ~ ) ,  p C [1 ,c~[ ,  vers un mou- 
vement brownien (voir [5] ). Dans ce cas aussi le mouvement brownien admet une repr6sentation 
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sur 

(I~ r~, Z~(Rr~), .A/'(0, 1) °r~) , 

d6crite par la s6rie ci-dessus. Comment  peut-on utiliser la m6thode du shift? Supposons  qu'on ait 
N simuler le mouvement  brownien, sur l'intervalle [0 ,1]  par ~n=ogn(to)~on(t), avec une pr6cision 

fix6e au d6but, et qu'on ait donc utilis6 les gl,  g2 . . . . .  gN premieres condonn6es,  alors la deuxi6me 
tracjectoire "decal6e" est donn6e par ~nN= 0 g.÷l (to)~on(t) .  Ce sont, donc, les gaussiennes qui sont 
decall6es et non la trajectoire. Par suite, on peut esp6rer que la corr61ation entre les tracjetoires soit 
moins  importante. 

m B I  La base de Haar est d6finie par: soit X = lt0,½t - lt½,1t; si l 'on pose Xm,k(t) = 2 r X ( 2  t - k),  pour 
tout t E ~+ ,  m E Z et k C H, alors les fonctions (Xm,k)m~Z,k~r~ forment une base de L2(IR+). Nous  
renvoyons h Bouleau [ 5 ] pour plus de d6tails. 
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4.1. Quelques rdsultats numdriques 

Le but  de cet te  sect ion est d ' o b s e r v e r  exp6r imenta lement ,  sur le m~me  exemple ,  la vi tesse de 
convergence .  P o u r  une  p ro fondeur  de plus en plus grande on a obtenu les r6sultats dans les Figs.  5 

et 6. 

Les  r6sultats num6r iques  obtenus  sont  tr6s encourageants .  Nous  esp6rons obteni r  une  es t imat ion  a 
priori  de o -2 permet tan t  de justif ier  ces r6sultats. 
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