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Feuille d’exercices 5

Exercice 1 Ecrire les processus suivants comme des processus d’Itô en précisant leur drift
et leur coefficient de diffusion

1. Xt = W 2
t

2. Xt = t+ eWt

3. Xt = W 3
t − 3tWt

4. Xt = 1 + 2t+ eWt

5. Xt = (W 1
t )2 + (W 2

t )2

6. Xt = (Wt + t) exp(−Wt − 1
2
t)

7. Xt = exp(t/2) sin(Wt)

Exercice 2 Soit Xt = exp(
∫ t

0
as ds) et

Yt = Y0 +

∫ t

0

[
bs exp(−

∫ s

0

au du)
]
dWs,

où a et b sont des fonctions déterminstes. On pose Zt = XtYt. Montrer

dZt = atZtdt+ btdWt.

Exercice 3 Soit Yt = X1
t X

2
t avec

dX1
t = btdt+ σ1

t dWt

dX2
t = σ2

t dWt.

Calculer dYt.

Exercice 4 Soit Yt =
∫ t

0
esdWs et Zt =

∫ t

0
YsdWs.

1. Ecrire Zt comme processus d’Itô.
2. Calculer E(Zt), E(Z2

t ) et E(ZtZs).

Exercice 5 Processus d’Ornstein Uhlenbeck : Soit X tel que dXt = (a− bXt)dt+ dWt

1. Montrer que Zt = exp
(
c
∫ t

0
XsdWs − c2

2

∫ t

0
X2

sds
)
est une martingale locale.

2. Soit Ut = X2
t . Ecrire Ut comme processus d’Itô.

3. Montrer que
∫ t

0
XsdWs = 1

2
(X2

t −X2
0 − t)− a

∫ t

0
Xsds+ b

∫ t

0
X2

sds.


