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Feuille d’exercices 7

Exercice 1 Soit (Y,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi donnée
parP(Y, =1) =p=1-P(Y, = —1) = 1—q. On définit (S,)nen par Sy =0 et S, = 1_, Ys.

1. Soit T =T, =inf{n >0, S, = —a ou S, = b} (a,b € N). Montrer que T" est un
temps d’arrét.

2. On suppose que p = q = %, déduire de E(St) la probabilité de I’événement (St = —a).
3. Montrer que Z, = S? —n est une martingale, déduire de E(Zz) la valeur de E(T).

Exercice 2 Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires positives indépendantes et intégrables.
On pose E(Xy) = my, So = So =1, S, = 1+ >, Xe S, = 1+ >0, ngzl X,
Fo=0(Xy, -+, X,) pourn > 1, Fy la tribu triviale.

1. Vérifier que (Sp)nen €t (Sn)nen sont des F,, sous martingales.

2. Démontrer que pour tout n et tout a > 0 :
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3. On suppose que Xy, suit la loi exponentielle de parameétre A\, pour tout k. Calculer la
transformée de Laplace E(exp(—tX})) de X.

4. Pour tout réel positif a on pose Z;, = %:’“exp(—osz), k > 1. Montrer que M, =
1=, Zk, n > 1, définit une F,—martingale.

5. Montrer que (M,),>1 converge p.s.



